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Asymptetische Ontwikkelingen met behulp van de Laplace-integraal.

In hoofdstuk III over Laplace-integralen (zie voor de defi-

~ nitie en aannamen omtrent de objectfunctie het begin van dat hoofdstuk)

is bewezen (pag.27,stellin 10) ,
Indien £(F) j e*q F(t)dt een halfvlak van voorwaafrdellgke

convergentie bezit en P

Het'F =B,

, , pri tao
dan nadert § ZL.(F) tot B+,
als 1S| onbegrensd aangroeit met largsl< F< T <Z 14

Uit deze stelling is onmiddellijk een stelllng, af te leiden, '
dle uit een ssymptotische ontwikkeling van de ob;}ectfunctlef: (t) bij
%t = 0 concludeert tot een asymn“c()t.* scne ontmkkellng van de resultaat-
funetie ;ﬁ(F) Voor S —» ©o ; : '

v Stelllng 1.2 Indienéc(F } een halfvlak van vcorwaardell;jke convernent:t,a
‘bezit dan volgt uit S S ‘
Fte) ~ 1_._ Cu t (~'~t<’h.., <>‘,<-‘--‘-—>+' o)

bij t = O,dQWQZI e

V=0

n”(F(t) Z:Ct)"")c . VQOi‘t#-) 'Oyien

~ ledere 'niet-—-nega.tleve n)

de ontw:xkkellng
‘58 ( F)~o l:a c f%%ﬁ_‘),
: s '
- voor onbegrensd toenemende 15‘ metiarg 51 g 4}(3 d.w.z‘ ; L
5 | S n-#-l (Cf( F} Z:_ C\; réa\;v*‘f)’ : ..__.) cn-'h‘F(A“\*H )
voor iedere niat~negatiengehele n,. : : :
Voor het bewijs hoeft men de vorige stelling; slech‘t:s toe te passen op

,,';F'(‘t)- Z;oc,,t 1. p.v, op F(t) met ;a "?in” en, B ..c,w,

Wt Tot nu toe is t reeel ondersteld.Om stelhng 1 onder zekare
i faannamen uit te breiden tot eomplexe t,generaliseren we de Laplace-—
. 1ntegraal docr eeu oomplexe 1n‘begratleweg tce te 1aten.Eer3t bew:;jzen

g 2: f (5) -s€<F) is in he‘b lmoandiga van het . ccmxergent:;
f vlak analy%wcheen er g,elz};!;. | ,a, | i g
L Je t“F{t) a

”"('vmr m«h bmja _{esmen m ee.n aan,ml lamma's af* ‘




Lemma 1.: fcs>=;fe4tFqui(a>n
is een gehele E;mctle en
14
I, CS) = ,)“"je tﬂt)dt (K=pa,...).

‘Wegens de gellakmatlge oonvergent:x.e van Z_ - St) op het integratie-
interval is w=o !
bo
f.s) = f( DVFt) b,
m*'c “b .‘.
e ~Elke term van deze reeks is een gehele functie en de reeks convergeert
in ieder begrensd gebled gelukmatzg,dus is f« {5) geheel en

() piaad
Loty =[ s I<~ )" F{t) et = fe O Fib dt

a2k (n-
d

Lemma 2: Se(F) vonvergeer’t in jeder begrensd gebied bimnen het con-
vergentie-halfvlak gelijkmatig aan de bovengrens. , - S
| Dit lemma is bevat in de hulpstelling van hoofdstuk III pag.23,
- waar de gelijkmatige convergentie zelfs bewezen wordt in elke hoek '
¥arg (5 Se )l<17< TTals 5 een convergentlepunt van de integrasal is.

- Lemma 3: ;E (F) convergeert in ieder halfvlak '32.%) G- (dus zeker in
ieder begrensd gebied)gelijkmatig aan de benedengrens. f
Omdat van F (1) verondersteld is ,dat ze aan de benedengrens a’b-
soluut-onelgenllak integreerbaar is,is j | FTE)idt  willekeurig kle:m
te maken,als b>a)> 0 voldoende kleln 1s.Maar dan ia,wegens de in het
halfvlak geldende ongelijkheid lf e’ F(t) dt lg W‘ _f F{-\;)ldt
het linkerlid mllekeurlg klein ’ce maken.
Om nu het bewigs van stell:mg 2 te geven, slaan we om elk w:xllekeung ;
punt van het inwendige van het convergentiehalfvlak van f(s) een bin—— ’}f‘;ﬂ
~ nen het halfvlak gelegen cirkel,waarin dus op grond van de lemma's
 2 en 3 geli;kaa‘big geldst: llm f (s) = 5 (s). Op grond van de dubbel* " :
- reeksenstelling van Weieratrass % lemma 1 is f (5) binnen het clrkel-:
| ‘tae analytlschoen geld't ‘ ; 4 | : «‘
- ’<~5) bestast en  f “sy 1m £ (5) = <~1> f ”‘*‘t F(U&t

d"m d - o ! q.e.d-

' We bem.jzen nur o 4 o
,,‘;Stell:x.ng 3 Is F(t) —-O(eai \) (a’} 0) voor t --)go in d(arg t‘(@ i

4t =00 ,als F (t} dan maar langs iedere “Firasl nasr t =0 abseluut 3
‘I greerbaar 13) ,dan convergeert de gageneraliseerde Laplace—imem
wa’( F‘) }*S*‘T-"(t) dt (g( < y<f3) minstens voor@(@ ?S ) >
- daar anal 1seh Voorts zijn alle iumtz.es af “( Fl elemen en ¥
zel:{:‘de analytmche funa*ie. Lo S R e




(‘P) A
Su’bstltu'ble van t re ¥ (r reecl) in (F)  geeft:

e [ et STF(re™)dr.
Wegens | Ft)\ <%e_ (hetgeen ult het gegeven volgt),mnvergeert deze
1ntegraal minstens voor 73 te 5) >Clen wel absoluut Volgens stelling Z
is & j(F) daar analytisch.
Beschouw nu de punten'], = H’ % en T, = RQ Wy (R reéel) met
o <H LY <}3 -Volgens_de stelllng van Cauehy is

[Te b dt f'e F(t)ct’c+fe°3£f'“(t) dt.

(De 1ntegra‘bieweg bij he'h eerste twee-tal 1ntegra.len zij rechtl:e.:,mg, ‘
die bij de derde zij de boog van de cirkel I1£l= R) ‘
Voor R —> &6 nadert de eerste integraal tot f(%)( F) de tweede tot o

gfu’a‘)(f‘—) De derde integraal nadert tot nul voor alle punten s,
die op het in beide halfvlskken /W(GWS)} e en Rleas) Clgelegen
deel van de bisectrise van de begrenzingsrechten dezer halfvlakken gele-
gen zijn:Immers veor die punten geldt : '

arg S = -f,+ i) 'en sl cos i‘)&;&.ﬁ.—.)d

; en wegens ‘92(5{;) \...,!s! Rcos Ly - i&_t.}_’a_._}é iis¢os ﬁi_z__ i5 ;

R» 3-%?‘:—&— - CLTY
RW’L ‘70;)6 . Ae cLR:.:

-h(!s\ces#”si—"-"_«-u)

j e” F(t)i dt| <

A(‘Pz?‘ﬂ) e

'%@r de beschouwde punten s nu,is de coéffiui§nt van -R inde'expo‘nent;
‘posrmef dus nadert het rechterlid van de laatste ongelijheid tot nul

LYNF LW F
voor 1 - +0o .Twee willekeurige integralen (F) en (F)
i stemmen aus op een halve rechte overeen en zijn dus elementen van da- -
B *zelfde analytn.sche functie. '

- Bewijzen we nu de m‘bbreldlng van stelling 1: o ‘
. Stelling 4. Voldoet PF(t) aan de voorwaarden van stelln.ng 3 en gel:u bo-“’
i vendlen ’ o ~ ~ oy

- Fv ~ )_; cn Jc_} *1<>u<7* Camnn —-ww)

oy =0 ' e sk
~ yoor it ——a» o bij vast arg *b met o < argt <p ,dan geldt voor de 111

(e W 5 arg 3L - +E door 5(5) i(ﬁf Fl (d( ‘f<f3} Badefz.nieerde
f;functie. s , | ¢
f(s)N Z

n=o

, VOor s-» 0o

aellakma‘cig in *[5 E-f Jw*( arg §. < -a(+I'.’- J‘, |
h:.;; iedere (5\ >0. :
- Stelt men t = re ? (r reeel) (d(p({s },ﬂ.an is




4.
w0 _ce'l ¢
I St dt =< P/ TR
o
e F( re(f) ~J Z o e’}»YrAn‘.

Toepassn_ng van £ stellln 1 geeft: o0
feorrve? T cpe Y00 Sl e TOwtn
(SELW)k Ay rL=o S An+ !

veor |sl — co met - s}o_z?_, < s ¢ - )0+_T &85>0

Dit geldt voor iedere ¥ met X <p< 3 pdat de ontwikkeling geldt
in -ﬁ<l7+d°<dc;g‘s< o+ I -F[F>Q} '

-




Syliabus Colloquium Asymptotische Ontvikkelingen

Spreker: B.J. de Jong, Kinderdijkstr.16 - Asd.Zd.
Een toepassing van stelling 4 vinden we in:

‘de_rreks van Stirling voor log /- (s) -

We brschouven de voor Rs) O reguliere functie
og (s) = log / (s) - s log s + ¥ log s + s - ,z log 2T
en ve veronderstellen bekend, dat
ﬁ%(s) —* 0 voor s —¥ +80 (s redel). .
Volgens Hoofdstuk ITT, pag.23, stelling 3 is dit zeker nocdzakelijk,

opdat c%(s) een Laplace- -getransformeerde zij.

Uit d’; (s) = (§,) - log s + ___E,L____ en o
-~ 2s
é %s ) + 1 (volgt door differentidren uit
s s ,

[(s+1) = s/7(s) )
volgt, dat%(s) voldoet aan de differentievergelijking
; :9'(s+1)-—~y(s)~-—log(1+1)+}é(1+___,,), ) o
Voldoet ook g (s) aan deza vprgeli;kirg, danséelgzi , o e
‘ als vie g (s) *(s) = v (s) stellen, |
| Vt(sﬂ) -v'(s) = 0 en dus v (s+1) -v(s) = c.
Slechts als v (s) = O is, ge—*ldt g (s)-> 0 voor s —> ;* oo (s rreel)
',‘Van alle functies, die aan (1) vol&oen, kan dus _«Y/(s) slechts een

'Laplace getransfcrmeerda zijn. Veronderstel nu, dat er inderdaad een

t ﬁt‘)

r»}*F(f{:) is met f(s) L (F (£)). Volgens stelling 2 is dan f (s% -f\§ te:) /
, " ! . Verder ziet men gema}t:keligk in dat f"(sﬂ) = L(- ze F(t)}
s 5 + 1 -"-g'-" .

,‘](Het laa‘cste verlfieeert men dcor ‘het linkerlid in een remks te ont:- '

‘{;:*wikkelen, en tnrmsgewijze de bi,}behorande objectfunctie tc ?bepalen)

*,,,Dus moet F (t) voldoen aan ‘ e SN e . ‘

£ , *"tw o=t 5 . g -

e e F(t) + t;F(t) e ;a (1 +e ), zoda'b | e
[;.j;:F “37 ( -L-a-t *‘}é) Deze functie he-eft als singulariteiien

f"f"f‘r slechts polen en mel m 1: = 2}fm(k -;:7.‘. oy ,,'~2, ~-1 5 +1 5 *2, ) en is[

"yf» dus in '1: bigzonder :Ln }(arg t)t ﬂ/z regulier. Hier geldt zeker
= tts e e
F‘ (t) O (e ) voor t~—-=3 Gc?vcar 1ed re 75} 0. Volgens stelling 3;, e




6.
3 heeft F (t) dus een L.-getransformeerde en deze moet aan (1) vol-
‘doen, zodat dus inderdaad f(s) = L (F). |
In de omgeving van de oorsprong is F(t) (die een even functie is)
in een machtreeks te ontwikkelen.

De ontvikkeling definiéert juist de getallen van Bernoulli B :

F(t) = 2:( )m& B tak“"') n

Jm’}
Volgens stelling 4 geldt dus 1n}(arg s)K‘)‘{ en gelijkmatig in

](arg )} <Tl-!‘t\\ (T>e):

f(s) ~~ {ml)m &Jh Aot ofwel }
myxl @h-i)am) 5 wi s B |
log /' (s) N~ 8 log s =3 logs - s + 1} log 2T+ { v el

e (QM) xm S
VOOT 8 —3 OO,

Een toepassing van stelling 1 is:
de asymptotische ontwikkeling van de Pessel-functies voor groot ar-

O .
— Z--@""
Gaan we b.v. uit van Je(x) = Mty 2 n

B) Tlonys | 4 an o
I.v.m. X >(%ir:‘}+ 3) = B(,zvmi-‘i) =2 f comf)f‘!tt ,is

Jo(x) = R ( ~1 xn 2.
,,,,n"tl:(m-‘ia' (xeeaip) J‘f T ;@mucmcr}f“f’

Substitutlie van z = coscf geeft;‘
' ! (XX
Jolx) = 1%"} CXZ) 4y . - f 2 A2

i

Zet men X=ig an 2o = . dan krijgt men:
Pt ,
Jo(is) = ..*_._}w 5 4_31. [t-(z_;t- } ‘rl't , , G ;"(,wi.) ,b*ﬁ‘
Uit de ontwikkeling LT' ( g*t) *-.z,: e ‘ W.t-
\éﬁ mMmro '

in de omgeving van t =

en stelling 1 volgt: i f‘ {'n*ﬂ !

m<de (*33"‘*’\4‘“ 2% 57 'W (’1)"

,'9’001‘ a"‘im &n sw "‘ "Qh&-{h’*- )

£ vel Jo (x) ~ ﬁ" T; . m’”‘""‘”
i ’o wel Jo (x i O( }«mb ‘2 X" T e
n \ . : : "L f“ 4’

 VOOT X < O « AT X &M gelijkmati :ln
0(&" arg x ,q“ﬁ.,s
ﬂm een untwikkeling veor pmsitima x zta vinﬁen, sahri:}van ve:
-8 :
AR ')»(‘53 . fﬁ "ot [ro-t Mt *fe #t[tmtﬂ 3 &t

B +r9(s> "”‘;"; |




Voor f (s) vinden dezelfde cintvikkeling als (1):

M) !

£ (8) o g Q - TTRET (2)

Vﬁ‘ﬂ =0 in ’T\i S'W"I H ‘
echter nu voor sy 5, in % TIZ arg 8§ < J;;77'

Substitutie van t = 2 + u, daarna u = re*f

met “"-'—' %T! in de integraal voor o (s) geeft: ,

C{YeTR) 28 fﬁ"s e T L
%(3) e - ] . Q. ) £ L ",lr&u«?{n*&egvﬂ dY
Uit de ontwikkeling ' L G m T(med) ) i
i T DR S L= U ST
(re 9(‘).+m,g,‘fﬂ = Van W=0 m/ qn 2 M
in de omgeving van % = 0 en stelling 1 volgt:

‘A (S)N ._.ﬁ_i_.._____ ,Q‘ ?__tﬁ) rn%"z\)l ; (3)

e w¥ |
VOOT 5 3 0% im VT gfy@rgs(... T‘% s
Optelling van (2) en (3) greft nan ontwikkeling van T < s 53“53

die zeker op de negatieve imaginaire as geldig is.

Substitutie van x =is geeft de ontvikkeling, die zeker op de positieve

redle as geldig is:,,
: Mztn) 1 eoa(=Twdm Th)
Jo(x) N~ / ; Z

‘fr"-~** ahal "
Nz Q (ﬁ "n ? *'! "x

'Omdat Jo(x) even is, is nu dus voor 2lle x een asymptetische ontvikkeling
afgeleid.

Een toepassing van stelling 4 is neg:
de asymptotische ont: ikkeling van de foutenfunctie van Gauss
Uit: L{ 2 ' tﬁ') = estfe:"“ du (waarbij de integratieweg evenwvijdig met
de positieve reéle as 1& :n
(SO ¥ [ -
en de {:x}twikkeling ¥e : L %W bij ¢
en e Y =0 (1) voork@rg t)}x: X < '?'*h,
en stalling L valgtz \ ‘,
; Y ; a1
s g “Mm “) im? Cooy §2 So w}cw,. L
“"“'"‘l m! Jﬁ' fogmd '
Enige amvoming en — 2 " du geelt: S
r« ; o
4 Lo

T Snﬂ
ien f£(s) = L (F(t;)), kan men onder zekere vaarwaarden omgakeam

'f‘ﬁe ub;}mtfunctia F(tz} in de rnsulhaatmnctie F(s) u&térukkw: :
CF(e) =17 { £(s)en nu uit het asymptotisch gedrag van £(s) tot hot
gadxag van F(t) aluitam ve.la der smkmrformﬂas hamsten op ‘het




integraaltheorema van Fourier, dat we bekend veronderstellen:

Stelling 5: Is G(t) in ieder eindig interval integreerbaar en bestaat
™300

|G(t)]dt, dan geldt in ieder vunt, vaarbdij een omgeving aan

te ge‘mnﬂ isy waarin G(t) van begremde g&:‘riatin o
é(t*g) + G(%-0) .51._ f” Y diy f' T eC)dr

Me# G(t) = o voor t < o en G(t) = e“‘*‘t F(t) voor £ > o

geeft dit, zo men x+i ¥ = s stelt:
8telling 6: Convergeert fﬂ ST p(t)at voor x>C absoluut, dan geldt in
ieder punt, waarbij een omgeving aan te geven is, waarbij F(t) van be-

grensde variatie is: + +0c3 X410
x

A st
_E(t+0). £ P(t=0) - & [ px v amday = 1 [6 £(s) as (@)
T Zoo 2T .
Stelling 7: Is L(F) voor 8= 8 corvergent, dan geldt: ™

> s
(P(t)» 2n< i” RPCTES :‘,;._(f‘i os g':w:'?&;)

'*‘;‘0 £ "'\50
met t ) ‘5.12 Fride
Volgens Hoofdstuk III pag.EO is Voox Re > Rs,
-st 5‘0
Lgl f (SROEL

De integraal uit het rechterlid coavergeert voor Hs} Rsw absoluut, we-

gens de begrensdheld vean @ (t) (die ult de onderstelde convergentie
foe"s"g F(t)dt volgt). Toepassing vsn stelling 6 ep e‘g"t Sb (t),

2
hetgeen esn continue functie 1s, geeft het te bewijzens.

van

1 8: Is L (F) voor s = 8, convergent en is F(t) voor t&'h

, f X 0o ”t
continu, terwijl G(t) = Inc f(sids met zekere x, > Rs,
voor alle t> A convergeert en in ieder intervel A<t £ T gelijkmatig,
dan geldt voor t 2> Az X400

'ts a
F(t) 1 j {s)ds
«xm

Qp grond vgn de gelijkmatigm comvergentie 1s G(t) in ieder 1ntw:wa1
A :5: t < T continu en geldt er:

T X#ute T .
f L awrat = _2%_* f £(s)ds L o b s-}dt - .
k L iy - oy L
i grmd van sta:l.l.mg 7. ,.;,w R A e

mj geldt voor ledere T > A, Wagmm de mﬁimimit van &(M m Ffﬁ}
Wt,}kg@wtvmrt) m ‘ S



X+ L Oy .

8
F(t) =6 () =_1 e f(s) ds, q e.d.
EIE ’

XL g
Toepassing van Hoofcisguk III stelling 5, pag.23 geeft:
= 1y
Stelling 9: Is I = f e f(x+iy)dy voor t 2 A gelijkmatig convergent,

hm
dan geldt: I—» ovoor t— oo .
Toepassing van de stellingen 8 on 9 geeft:
Stelling 10: Is+£(F) xéocr s=s, ccnvergent en is F(t) voor t > A conti-
. i =
nu, terwijl j e f(x, +iy)dy met zekere x > Rs,
- N
voor alle t2 A gelijkmatig convergeert, dan is:
xt
F(t) = o(e ) voor t — o

Alvorens deze stelling uit te%breiden, leiden we af een
: 1

ivt
Hulpstelling: Convergeert j e g (y) dy gelijkmatig voor
t2 A> o en geldt g(y) __329 o voor y —>» < , dan
e iyt
convergeert J e g(y)dy en wel gz=li knatig voor t > A > o,

oW e q 3 ‘

“h ity ity 1 [ ity ]

Uit { e g(y)dy 1 e ~-‘ f € g (yldy
a it g

volgt voor t > A.

ity bity 1
fe g(y)dy} %. (ﬁg(a}; + o fg(d)] *ffe g (y)dY{
Het rechterlid is, onafhankelljk van %, willekeurig klein, mits a en ®
maar voldcend groot zijn. |
Opmerking: Een analoge stelling geldt bij y = = ©°
We breiden nu stelling 10 a.v. uit:

Stelling 11: Onder de aannamen:

1) f£(s) = L(F} is voor s = s  convergent

2) F(t) is voor t 2> A contimu

3) f(s) is inRs>a (a £Rs, ) analytisch en f(s)

- heeft voor Rs — a nog randvaarden f(a+iy), zodat

£(s) in Rs)> a continu is.
: = (n)

%) £ (a+1y), £ (atly), .,...,f  (a+ly) bestaan en
' y y .

(n} ‘

&y (aﬂ-iy) is in jeder eindig interval mtmgmarbw
) Tor ~-fy (a+iy) ~—> o voor y—>1 o (kwﬂ,‘!,.ﬂ, 4‘)
6)j J (a+iy)dy mmargeem voor t )» A galijmmv

e FT ] ts
,"M o%5¢(s)as en [

rW A

£(s)ds na@amaﬂf 3




10.

gelijkmatig tot nul voor W —» o©
-n at :
geldt: F(t) = ot e ) voor t — o0

Bewijs: Voor k = n volgt uit
ity (k=1)

o
e f (a+iy)dy = M
- ity (k-1) +w 1ty (k)

e f (a +iy) - 1 le f (a+iy)dy
it 4t -

wegens 5) en 6) —w —w

ity (k-1) 1. Lob
e f (atiy)dy = - 4 j 1ty (W)

oo 4t 2o e £ (at+iy)dy
en wegens 6) en de hulpstelling convergeert ook de integraal uit het

linker1id gelijkmatig voor t; A,
De laatste betrekking is nu achtereenvolgens ook voor
K = n=ly.....y2, 1 te bewijzen, zodat tenslotte geldt:
ity +oe ity (n
e f(a+iy)dy = (-~Ij_)f e f (a+iy)dy, waarbij ook de in-~

-0

tegraal uit het linkerlid gelijkmatig voor t £ A convergeert.
ity at  [*** fts
Nu is 1 e f(atiy)dy = b e f(s)ds, waarbij de laatste
2T] oo 27}5. 4 — < ba

integraal in ieder inter\{al A< t < T gelijkmatig convergeert en wegens
7 én‘de wegens 3) toepasbare uitbreiding' vén de 1n§égraalstelling van
‘Cauchy (waarbij de functie op de igiegr}&?ng zelf slechts continu on-
dersteld wordt) gelijk is aan e _ . e f(s)ds. De laatste inte-
~graal convergeert weer in o "o"i‘"

- leder interval A_ £t <7 gelighnatig en dus geldt op grond van

1) en 2) en stelling 8 voor t=2 A:

at ’é*w ts
e F(H)={ f(s)ds = 217( ) , f (a+iy)dy,
‘ X;"'vw ;

op grond van het eerder bewezene.

Wegens 6) en stelling 9 nadert de integraal uit het laatste 1id tot rml

voor t —> oo , waarmee het gestelde bewezen is.



